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ГЕОМЕТРОГРАФИЧЕСКИЕ ВАРИАЦИИ ЗАДАЧ
ЦИРКУЛЬНЫХ СОПРЯЖЕНИЙ

Представлены аксиоматические свойства и понятия, связывающие геометро-
графию. Приведена одна из основных теорем сопряжения, в которой определены 
позиции и свойства ортоэлементов сопряжения, а также последовательности со-
прягаемых дуг с использованием симметрии. Теорема комментируется способом 
доказательства от обратного в форме геометрографических операций, которые 
согласуются с аналитическими результатами. Даны циркульные сопряжения, за-
мыкающиеся в фигуры овалов с небольшим различием в алгоритмах построения 
композиций. Проанализированы прямолинейный «конический» циркулярный ряд и 
вариации его геометрографического построения. 
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В инженерно-строительном и архитектурном проектировании сопряжения 
циркулярных кривых имеют большое значение. Существуют различные по-
требности их практического приложения, включая также возможности аппрок-
симации ими кривых высшего порядка.

Изложение названной темы необходимо начать с одной из основных тео-
рем сопряжения дуг окружностей, поскольку в ней взаимосвязаны касатель-
ные и нормали, т.е. ортоэлементы сопряжений, а также последовательности 
сопрягаемых дуг с применением симметрий [1—4].

Но прежде не лишним будет напомнить некоторые аксонометрические 
понятия, связывающие геометрографию циркуляры, прямой и точки в ту или 
иную композицию.

Единственная точка инциденции пары циркуляр является двойной точкой, 
через которую проходят две вложенные касательные. Через эту точку проходят 
также две вложенные нормали, которые совпадают с направлением соответ-
ственных диаметров циркуляр. Два ортогональных направления, касательных 
и нормалей через точку циркуляры, являются дифференциальными элементами 
кривизны в бесконечно малой окрестности данной точки циркуляры. Наконец, 
прямая, проходящая через точки центров данных циркуляр, совпадающая с на-
правлением нормалей и диаметров, является осью симметрии рассматривае-
мой данной геометрографической композиции [5—7].

Анализируя возможность построения касательных для пары заданных 
окружностей, отметим, что существует несколько вариантов геометрографии 
таких композиций. Одна из них представлена выше. Следующим вариантом 
может быть случай «внутреннего касания» циркуляр, для которого во многом 
сохраняются аналогии предыдущего. Но для первого случая имеется возмож-
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ность построения еще одного общего касательного направления. Такая прямая 
так же будет двойной. Она содержит две вложенные касательные, по одной к 
каждой циркуляре и, разумеется, в разных их точках.

Для нахождения таких точек и, соответственно, касательных можно ис-
пользовать следующий алгоритм. В каждой циркуляре построим параллельные 
радиусы, соединим их концы и найдем инцидент S секущей с осью симметрии 
циркуляр. Далее приводится текст вышеупомянутой теоремы.

Теорема. Два произвольно расположенных (рис. 1) диаметра (M4; M6) и 
(1; *1) окружности, принятых далее в качестве касательных, порождают че-
тыре попарно-сопряженные окружности, центры которых определяются пере-
сечениями соответственных радиусов-нормалей из концов этих диаметров. 
Расстояния между центрами (04; 06; 

*04; 
*06) равны и являются суммами радиу-

сов для пар сопряжений.

Рис. 1. Касательные и нормали пары сопряженных дуг цир-
куляр, их базовая окружность

Комментируя содержание теоремы, рассмотрим сначала одну кососим-
метричную часть относительно оси (M4; M6) в обратной последовательности. 
Пусть заданы две касательные окружности (рис. 2) с центрами (06; 04) и радиу-
сами (R6; R4). Через точку их касания l проходит общая касательная *t.

Для внешней касательной t заданных окружностей определяются точки 
касания M6 и M4. Из построений очевидно, что касательная из точки 1 делит 
отрезок (M6; M4) пополам, а стороны (*0; 1), (*0; M6), (

*0; M4) равны и являются 
ортоэлементами сопряжения, для которого точка *0 центр медиальной окруж-
ности. Из чертежа следует, что две величины (M6; 

*0) и (*0; M4), порознь равные 
третьей (*0; 1), равны между собой. Повторим, следовательно, прямая (*0; 1)
делит отрезок (M6; M4) пополам. Напомним, что для построения тангенциали t 
предварительно определяется полюс S на линии центров (04; 06) с помощью, 
например, секущей (d4; d6). После чего на диаметре (04; S), например, стро-
ится дуга полуокружности, которая в инциденции с окружностью (04; R4) 
фиксирует точку M4 и, следовательно, касательную t, проходящую через  
(S; M6; M4) [8—1].

Если рассмотреть центр *0 диаметра (M4; M6) и продолжение радиуса  
(*0; 1) до величины диаметра (1; *1), то обнаружится возможность построения 
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еще двух соответственно кососимметричных окружностей, касательных меж-
ду собой. В итоге сумма попарно-касательных окружностей будет равна четы-
рем в соответствии с теоремой. Центры последовательно касательных окруж-
ностей будут принадлежать вершинам ромба, сторона которого равна сумме 
пары сопряженных радиусов.

Рис. 2. Четыре касательных окружности, плотно 
уложенные на дугу базовой циркуляры

На рис. 3 для пары касательных окружностей с центрами 06, 04 и точкой 
их инцидента 1 построена четвертая часть дуги (*8; 8i; 8) овала, состоящая из 
сопряженных дуг циркуляр с радиусами DR1 и DR2. Названные дуги циркуляр 
определены по известной методике, пример геометрографии которой исполь-
зован на том же чертеже для овала с центром *0 и диаметром (9; 9). В послед-
нем случае точкой циркулярного сопряжения является позиция 9i [12, 13].

Частным случаем рассматриваемой конфигурации является линейная мо-
дель квадратуры круга, когда медиальная окружность сопряжения совпадает с 
базовой окружностью квадратуры. Здесь фигура ромба представлена базовым 
квадратом, а четыре последовательно сопряженных окружности имеют центры 
в вершинах квадратуры, их площади являются эквиареалами [1, 2, 14, 15].

Для прямолинейного «конического» циркулярного ряда каждый последу-
ющий радиус сопряжения смежных дуг, в сторону уменьшения, вдвое меньше 
предыдущего (рис. 4), что подтверждается построениями в одной из четвер-
тей, например (x; –y), квадрата циркуляры (рис. 4). В этом примере представ-
лен геометрографический определитель величин радиусов (R; R1; …; Rn; …), 
которые можно использовать в должных позициях соответственных центров  
(0; 01; …; 0n; …). Если необходимо выстроить центры сопрягаемых циркуляр 
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последовательно в ряд, всякий n раз следует из центра 0n–1 добавлять с опреде-
лителя отрезок (Rn–1 + Rn). Эта операция может выполняться сложением «вруч-
ную», либо «геометрографически», что показано для случая построения цен-
тра 02. Здесь (01;02) равно величине отрезка (R1 + R2) из определителя.

Рис. 3. Построения двух примеров замкнутых кривых, ова-
лов, сопряжениями четырех дуг циркуляр

Рис. 4. Прямолинейная последовательность сопряженных циркуляр

Достаточно простым алгоритмом построения центров являются добав-
ления к точке касания от предыдущей циркуляры, половины ее радиуса. Об 
этом свойстве сопряжения было сказано выше. Дан пример построения цен-
тра 03. Разумеется, существуют другие варианты решения излагаемой задачи  
[16—18].
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Сопряжение двух смежных окружностей в убывающей прямолинейной 
последовательности связано с определением середины интервала 

1(2 2 3 ).n n nR R R++ =  Точка mn определяется инцидентом стороны гармониче-
ского треугольника в циркуляре (0; )nR  с осью x. Таким образом, можно фик-
сировать радиус Rm искомой дуги сопряжения названной пары для рассматри-
ваемого ряда исходных окружностей (см. рис. 4). Заметим очевидный факт гео-
метрографии: отношение радиусов 1( : : 3: 2 :1)m n nR R R + =  является весьма 
практичной пропорцией. Разумеется, последовательные и аналогичные 
(0 ; )m mR  окружности образуют новый конический ряд, а также их «растущие» 
модификации, покрывающие симметрично относительно x все поле заданной 
планиметрии.

Рис. 5. Пример геометрографической модели криволиней-
ного ряда сопряженных циркуляр

Избирается некоторая исходная окружность ряда 0(0; ),R  и величина рас-
стояния (0; ),S  равная 03 ,R  принимается за половину дуги окружности изгиба 
( )*Rp  прямолинейного отрезка конического ряда. При наличии развертки по-
луокружности определение ее радиуса доступно и средствами геометрогра-
фии, и аналитически ( )0cR S= p  [14, 19]. Итак, построим окружность (0 ; ),c cR  
которая представляет осевую линию окружностей сопряжения. Эта окруж-
ность касается центра исходной окружности, и центры (0;0 )c  лежат на оси ко-
нического ряда. Следовательно, исходная окружность уже встроена в циркуль-
ный ряд. Рассмотрим операции цикла построения следующей касательной 
окружности 1 1(0 ; )R  в криволинейный ряд. Вначале необходимо учесть, что 
отрезок 1(0;0 )  в прямолинейном ряду соответствует условию сопряжения со-
седних окружностей. Очевидно, пересечение дуги этого радиуса с дугой осе-
вой линии сопряжений в точке 10′  определяет искомый центр смежной окруж-
ности в новой позиции. В следующем цикле хорда 1 2 1 2(0 ;0 0 ;0 )′ ′ =  фиксирует 
следующий искомый центр 20′  сопрягаемой окружности. Далее циклы повто-
ряются до разумных визуальных геометрографических величин, а в итоге до 
позиции S'. Если рассматривать квадратуру круга исходной окружности, все 
позиции центров 0i на конической оси отстоят друг от друга в соответствии с 
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композицией уменьшения диагонали четверти квадрата вдвое. Отсюда следует 
простейший прием взятия расстояний между смежными центрами для кониче-
ской оси из матрицы деления полудиагонали квадратуры, например расстояние 

1 2(0 ;0 ).  
Эти же расстояния используются в качестве хорд для определения (см. 

рис. 5) центров на другой циркульной кривой. Если требуется логическая увяз-
ка для таких построений, следует рассмотреть свойство треугольника Пифагора 

1( ; ; ),R Ry x y  в котором тангенс катетов равен 1/2. Эта величина — константа 
данного примера, и она повторяется во всех циклах. Второй рассматриваемый 
здесь случай криволинейных циркульных сопряжений базируется на циркуля-
ре (0; R) квадратуры круга. При этом половина стороны квадратуры 4(0,5 )  
приравнена к величине R, а радиус соответственной циркуляры (0 ; )M MR′ ′  на-
ходится из геометрографического построения. Вариант этих сопряжений пред-
ставляет также пример сопряжения пар окружностей с различными радиуса-
ми, центры которых принадлежат циркуляре, сохраняющей R в качестве кон-
станты (рис. 4—6) [11, 20, 21].

Рис. 6. «Бусы» сопряженных циркуляр на криволинейной 
базовой окружности, радиус которой изменен в сравнении с 
предыдущим

Краткий итог рассмотренного материала сводится к следующему. 
Приведенные основные качественно-количественные и типичные примеры 
циркульных сопряжений позволяют грамотно и вариативно решать определен-
ные геометрографические задачи в процессе проектирования инженерно-стро-
ительных, архитектурных, прикладных бытовых объектов, предметов и вещей 
личного пользования [16, 22—24].
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Yu.O. Polezhaev, A.Yu. Borisova, V.A. Borisova

GEOMETRY GRAPHICAL VARIATIONS OF THE CIRCULAR CONJUGATE PROBLEMS

In civil engineering and architectural design the coupling of circular curves are 
of great importance. There are different requirements for their practical application, 
including the possibility of approximation of the curves of higher order. The present 
article contains a brief excursion into the axiomatic description of the properties and 
concepts uniting the geometric graphics of a circular, a direct and a point into various 
compositions.

One of the main conjunction theorems is presented, which defines the position and 
properties of orthoelements of pairing and the sequence of mating arcs using symmetry. 
The content of the theorem is commented in the form of proof by contradiction, in the 
form of geometric graphical operations that are naturally consistent with the analytical 
results. The examples are given of the circular conjunctions closed into oval shapes with 
a slight difference in the algorithms of composition construction.

A particular case of the present configuration is a linear model of squaring the circle, 
the circle when the medial conjunction coincides with the base circle squaring. Here, the 
rhomb figure is presented as a basic square and the four successively conjugated circles 
have their centers at the vertices of squaring, their area are equiareals.

Then, the straight “tapered” circular number and variations of its geometry graphical 
construction are analyzed. 

The summary results of the considered material are as follows. The main qualita-
tive, quantitative, and typical examples of the circular conjunctions allow competently 
and variably solving certain problems of geometry graphics in the design process of civil 
engineering, architecture and applied domestic objects, items and personal things.

Key words: circular conjunctions, tangents, circle, straight, matched arcs, symme-
try, “cone” circular row, planimetry
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